








Paseo por el universo de las irracionalidades aritméticas1
Carlos Sánchez FernándezUniversidad de la HabanaCubacsanchez@matcom.uh.cu
Resumen2En este brevísimo paseo por el universo de los números irracionales se pretendemostrar cómo un tema tan elemental como la aritmética presenta numerosas cu-riosidades que pueden ofrecerse de forma atractiva a estudiantes del nivel preuni-versitario y de los primeros años de las universidades.Nuestro objetivo no es profundizar en temas esotéricos, enrevesados; ni nos pon-dremos a “vagabundear” entre fórmulas y ecuaciones. No pretendemos mostrarcómo se hacen cuentas con los números, nos interesa más hacer cuentos sobrelos números, sobre sus propiedades maravillosas y las desafiantes conjeturas aunsin solución. Pasearemos entre irracionalidades enteras, algebraicas y trascenden-tes; observaremos de cerca a los números metálicos y a sus vecinos los númerosplásticos. Siempre con la guía de la Historia de la Matemática. Nos gustaría queparticiparan reflexivamente y que con las ideas extraídas que consideren adecua-das después condimenten sus clases para que sus alumnos piensen y amen lamatemática.Palabras claveHistoria de los números irracionales, números metálicos y plásticos, números al-gebraicos y trascendentes.AbstractIn this brief walk through the world of irrational numbers it is shown how a topicas elementary as arithmetic has many curiosities that can be offered attractivelyto high school and first-year university students. Our goal is not to delve intoesoteric, convoluted issues; nor do we want to "roam" among formulas and equations.We do not intend to show how you can do accounting numbers, we are moreinterested in giving accounts (telling stories) about numbers, about their wonderfulproperties and challenging conjectures still unresolved. We will stroll among whole,algebraic and transcendental irrationalities; closely observe metallic numbers andtheir neighbors, plastic numbers. Always with the guidance of the History ofMathematics. We would like you to participate thoughtfully and extract ideasdeemed appropriate to spice your own classes to help students think and lovemathematics.
1 Este trabajo corresponde a un mini curso ofrecido en la I CEMACYC, celebrada en Santo Domingo,República Dominicana el año 2013.2 El resumen y las palabras clave en inglés fueron agregados por los editores.
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1 Introducción
Los números enteros positivos aparecieron muy temprano por las necesidades naturalesde contar y medir. Poco después, sobre todo por la repartición de tierras, herenciasy mercancías, aparecieron las fracciones, cocientes entre enteros positivos no nulos,que los helenos llamaron “números racionales”, con la convicción que eran los númerossuficientes para satisfacer todas las necesidades razonables y no solo contar o medir.Pasaron miles de años antes de que los seres humanos comprendieran que no todaslas “magnitudes razonables” se podían medir de manera exacta con números racionales.Por supuesto que desde épocas remotas se sabía que algunas magnitudes geométricasasociadas a figuras simples como triángulos, rectángulos o círculos no se podían medirfácilmente a través de enteros y fracciones. Pero resolvían el problema práctico con unamedida aproximada y se quedaban harto satisfechos. Es decir, que la consideración denúmeros no racionales era innecesaria para las primeras civilizaciones que basaban lamatemática en premisas empíricas, no especulativas. La necesidad de tomar en cuentanúmeros que no son racionales, apareció junto con las civilizaciones cuya base econó-mica les permitió el desarrollo de clases sociales con suficiente tiempo para especularsobre asuntos esotéricos como la existencia de números no racionales, mientras otrasclases “inferiores” hacían el trabajo racionalmente necesario para vivir.Pero, ¿en qué problemas matemáticos concretos aparecieron las irracionalidades arit-méticas? ¿Existen varios grados de irracionalidad aritmética? y ¿Cuántos tipos de irra-cionalidades hay? ¿Son acaso mejores unos números irracionales que otros? ¿Cuáles sonlos números irracionales más famosos? ¿Son muchos los números irracionales compa-rados con los racionales? ¿Existen números con naturaleza enigmática, que no sabemoshoy si son o no son irracionales? Para intentar responder a esas preguntas y otroscuestionamientos naturales que puedan aparecer en el estudio de las irracionalidades,lo mejor, en nuestra opinión, es hacer un paseo en el tiempo, con la guía de la Historiade la Matemática.
2 Magnitudes inconmensurables y números inexpresables
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La idea es la siguiente: Supongamos que tenemos dos segmentos de longitudes dife-rentes A y B. Si consideramos que A es el número mayor, podemos sin dudas colocaral segundo segmento sobre el de longitud A una cantidad finita de veces sin que lleguea sobrepasarlo. En lenguaje matemático, lo que hemos hecho es multiplicar B por unentero n, de modo que nB < A < (n+ 1)B. Al hacerlo resta un segmento de longitudR1 y se observa fácilmente que R1 = A − nB es un número positivo menor que B oR1 = 0. En éste último caso A es un múltiplo entero de B, por lo que la unidad demedida común es precisamente B. En el primer caso (R1 = A − nB > 0) repetimosel procedimiento considerando ahora los segmentos B > R1. Nuevamente queda unresto R2, que, si es cero, nos indica que el resto anterior (R1) constituye la unidad demedida común y si no es cero, nos obliga a repetir el procedimiento. Pero los restosque van quedando son todos positivos y cada vez menores. Es así que los pitagóricossuponían que en algún momento se debía llegar a un resto Rn = 0, siendo así Rn−1 labuscada unidad de medida común. Pero ¿qué nos garantiza que realmente lleguemosalguna vez a obtener cero? Por ejemplo pudiera ser que cada resto fuera la mitad delanterior y, en ese caso, nunca se obtendría el valor 0, de modo que ¿cuál es la unidadcomún?Irónicamente, se supone que son los propios pitagóricos (y al parecer un tal Hipasode Metaponte), que negando su propia filosofía, descubren los inconmensurables (entre450 a.n.e. y 375 a.n.e.), y con ellos los números irracionales, que eran unos númerosinexpresables en el lenguaje de los números pitagóricos racionales. Cuenta la leyendaque Hipaso fue lanzado al mar por los disgustados pitagóricos, no solo castigadopor haber hecho público su descubrimiento, lo cual violaba las estrictas leyes de lospitagóricos, sino también por la forma en que lo descubrió a partir del pentagrama,que era uno de los símbolos sagrados de esa secta. (Fig.1).
Figura 1: Pentagrama Pitagórico










Es decir, podemos confiar en este valor decimal en todos los problemas que no precisende un error menor de 11020 , pero si queremos deducir resultados exactos que dependende su valor irracional, entonces usamos el símbolo √5 y en los cálculos aritméticoslo consideramos como un número tal que al elevarlo al cuadrado obtenemos el valorentero 5.La mayoría de los textos actuales coloca como primer ejemplo de inconmensurabilidadla de la diagonal del cuadrado con relación a su lado (ver Fig 2) que posee la mismacomplejidad de la hallada por Hipaso en el pentagrama, pero es más fácil de argumentarcon el uso de la propiedad pitagórica.
√2
Figura 2: Diagonal inconmensurable
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irracionalidades cuadráticas como √2. De hecho los babilonios utilizaron la relaciónpitagórica en triángulos con hipotenusa irracional y sus aproximaciones a las raícescuadradas pueden considerarse pasos hacia el descubrimiento que nunca hicieron. Enuna tablilla de arcilla que se conserva en la Universidad de Yale aparece una buenaaproximación en sistema sexagesimal (muy parecida al valor que hoy conocemos ensistema decimal): √2 ≈ 1 + 2460 + 51602 + 10603 (= 1, 414213).Teodoro de Cirene (siglo V a.n.e.), uno de los maestros de Platón, es de los primerosen plantear una teoría de números irracionales que será recogida en los Elementosde Euclides. En particular demostró que los lados de los cuadrados cuya área era unnúmero primo era inconmensurable con el lado del cuadrado de área unidad. Tambiénfue el autor de la conocida espiral que representa longitudes irracionales √2, √3,√5, . . . , √17 como hipotenusa de triángulos rectángulos de lados 1 y 1, 1 y √2; 1 y√4 = 2, y así hasta llegar a representar √17 (vea fig. 3).
1
1 √2
√3 √4 √5 √6
Figura 3: Espiral de Teodoro










considerado el más complicado de todos. aun en el siglo XVI, el talentoso ingenieroflamenco Simón Stevin se refería a él como “La cruz de los matemáticos”. Precisamentefue Stevin quien hizo popular el uso de la representación decimal para facilitar lamanipulación en los cálculos de los números irracionales.Curiosidad 1: ¿quien fue el autor intelectual de la representación decimal?En Occidente se consideró por mucho tiempo que Simón Stevin era el creador delmétodo de representación decimal de los números fraccionarios hasta que en 1948 sehicieron públicas las obras de Al Kashi, un famoso astrónomo musulmán, que trabajó enSamarcanda bajo la protección del gran kan turco mongol Ulug Beg, también aficionadoa las matemáticas y la astronomía. Este asombroso musulmán escribió varios tratadossobre astronomía y otros muchos temas, pero su obra más impresionante es “La llavede la Aritmética” que completó en marzo de 1427. En el Libro IV “Sobre las mediciones”,en su último capítulo “Midiendo estructuras y edificaciones” Al Kashi usa su talentoaritmético para la optimización de los cálculos de salarios y materiales de construcciónpara un determinado proyecto arquitectónico y para estimar el precio de la edificaciónterminada. Son muchas las operaciones numéricas y el sistema sexagesimal que ha sidotan útil en los cálculos astronómicos no ayuda a simplificar el trabajo. Entonces Al Kashidecide introducir las fracciones decimales sobre todo para realizar aproximaciones másprecisas de magnitudes geométricas como la superficie y el volumen de la cúpula dediferentes mausoleos y mezquitas musulmanas.Debemos agregar que hoy es sabido que tampoco Al Kashi es el creador de lasfracciones decimales, puesto que se han encontrado también en monografías de otrossabios islámicos como Al Uqlidisi (s. X) y Al Samawal (s. XII), pero ninguno como AlKashi realizó aplicaciones tan valiosas y precisas.Por supuesto que la obra de Simón Stevin fue definitiva para el establecimiento enOccidente de la representación decimal ya que durante mucho tiempo no se justiprecióel magnífico legado de las culturas orientales en una época cuándo los occidentalesno se preocuparon por ampliar el bagaje teórico del legado helénico. Y no fueron sololos musulmanes árabes los orientales interesados en las irracionalidades aritméticas.Curiosidad 2. ¿Cómo sumar irracionalidades numéricas expresadas por radicales?El célebre sabio indio Bashkará que vivió en el siglo XII planteó unas reglas perspicacespara operar con números irracionales. Por ejemplo, da dos formas de sumar irracionalesque en nuestra notación actual serían equivalentes a:√a+√b =√a+ b+ 2√ab (√2 +√8 =√2 + 8 + 2√16 = √18)√a+√b =√2(√ ba + 1)2, siendo a < b (√2 +√8 =
√2(√ 82 + 1)2 = √18).
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demos por construir una irracionalidad a usar sucesivamente la regla y el compás parallegar a un segmento inconmensurable con el segmento unidad original. No es difícildarse cuenta que con estas herramientas podemos construir segmentos de longitudesirracionales cuadráticas como √2, o también √17 y √1 +√17 y 8√5. Un poco másdifícil es comprobar que las de un orden diferente a m = 2n no son construibles, porejemplo, 3√2 y 5√3 no son construibles. Pero, aun más difícil resulta demostrar cuálesson las únicas irracionalidades construibles con regla y compás. Al parecer la primera“demostración” se debe al filósofo francés René Descartes a mediados del siglo XVII. Noobstante no es hasta el siglo XIX que se logra encontrar una demostración aceptablepor la comunidad matemática. Esta demostración se consiguió al traducir el problemaal lenguaje del álgebra. El talentoso Karl Gauss (1777-1855) en sus DisquisitionesArithmeticae ya señalaba que los problemas clásicos de construcción: duplicación deun cubo, trisección de un ángulo, cuadratura del círculo y construcción de polígonosregulares se podían plantear en lenguaje algebraico y de tal forma encontrar los cri-terios de construcción con las herramientas clásicas. Así encontró la famosa fórmulapara determinar que un polígono regular podía ser construido con regla y compás.Según demostró Gauss, si N es el número de lados de un polígono cualquiera regular,entonces dicho polígono puede ser construido con regla y compás solamente en el casoen que sea N = 2kp1p2. . .pm, siendo pi = 22n + 1 un número primo de Fermat parai = 1, . . ., m y k, m enteros positivos. Los únicos primos de Fermat conocidos hastaahora (agosto de 2013) son 3, 5, 17, 257 y 65 537, no se ha podido encontrar otro. Portanto, los polígonos regulares de 7, 9, 11, 13 y 15 lados, no se pueden construir conregla y compás. Mientras, los de 4 · 257 = 1028 lados y 3 · 5 · 65 537 = 983 055 ladosson construibles.El joven Gauss escribió que su brillante idea de ligar el álgebra con la geometría parala resolución de este clásico problema apareció cuando tenía solo 19 años:
Fue el día 29 de marzo de 1796, durante unas vacaciones en Braunschweig, y lacasualidad no tuvo la menor participación en ello ya que fue fruto de esforzadasmeditaciones; en la mañana del citado día, antes de levantarme de la cama, tuvela suerte de ver con la mayor claridad toda esta serie de construcciones. . . .










opuestos cada una. Además K contiene al cuerpo de los números racionales y a la vezes un subcuerpo propio del cuerpo de los números algebraicos. Este cuerpo numéricoposee muchas propiedades interesantes, por ejemplo, K es cerrado bajo la extracciónde raíces cuadradas y para la conjugación compleja.
3 La clasificación entre irracionalidades algebraicas y trascendentes
Las investigaciones sobre números construibles aumentaron el interés por el estudiode los números irracionales algebraicos, es decir, aquellos irracionales que son raíz dealgún polinomio con coeficientes enteros. Por otra parte, también agudizaron la bús-queda de una demostración de que el número irracional pi , asociado a la construcciónde un cuadrado de área igual al área de un círculo de radio unidad, no es algebraico,es decir, no es raíz de ningún polinomio con coeficientes enteros. A tales números seles llama números trascendentes y pi aunque fue de los primeros en aparecer por lasnecesidades prácticas en la antigüedad prehelénica, no fue hasta finales del siglo XIXque se consiguió demostrar su trascendencia. En general, encontrar números irraciona-les no algebraicos es sumamente difícil, se debe probar la no existencia de polinomiosque se anulen en ese número.Es interesante comprobar con el uso de la representación decimal que entre dos racio-nales hay siempre un irracional y también que entre dos irracionales encontramos unracional. Este resultado se traduce diciendo que los números racionales son densos enel conjunto de los números irracionales. No es intuitivo imaginar que existen muchosmás números irracionales que racionales, sobre todo porque ambos conjuntos son evi-dentemente infinitos. Menos intuitivo es que los números irracionales algebraicos sonmuchísimos menos que los irracionales trascendentes, porque los algebraicos son tan-tos como polinomios existen y son contados con los dedos de la mano los trascendentesconocidos en la enseñanza básica. Por supuesto, los grandes matemáticos intuían quedeberían existir muchas irracionalidades no algebraicas. Por ejemplo, Leibniz suponíacorrectamente que la mayoría de los valores de las funciones trigonométricas eran irra-cionalidades no algebraicas. Euler extendió la sospecha a los valores de otras funcioneselementales como la exponencial y la función logaritmo. Pero aun a principios del sigloXIX no existían demostraciones claras y rigurosas de la existencia de irracionalidadesno algebraicas.Se considera que el geómetra francés Joseph Liouville en 1844 dio el primer criterio útilpara determinar si un irracional es algebraico o no y con el uso de la representación enserie probó la existencia de infinidad de números no algebraicos. Por ejemplo, Liouvilleprobó que es un irracional no algebraico el número:
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Entonces, a partir de cualquier número decimal infinito puede construirse un númerode Liouville, por ejemplo, es trascendente el número 3.14(3 ceros)1(17 ceros)5(95 ce-ros)9(599 ceros)..., donde los dígitos son cero excepto en las posiciones n! y los dígitosno nulos siguen la formación de los dígitos en la representación decimal de pi . Sepuede probar que los números de Liouville forman un subconjunto denso del conjuntode todos los números reales y son tantos como sucesiones de dígitos no nulos existen.en otras palabras hay muchísimo números irracionales no algebraicos.aun cuando se hizo posible demostrar que existían infinitos números irracionales tras-cendentes, probar que un número irracional concreto no es algebraico es sumamentedifícil. Por ejemplo, la trascendencia de números ubicuos como pi y la llamada constantede Neper e, base de los logaritmos naturales, se mantuvo como conjetura hasta que afinales del siglo XIX dos matemáticos, uno francés- Hermite, en 1873- y otro alemán-Lindemann, en 1882- encontraron respectivamente las ansiadas demostraciones. Des-pués de estas demostraciones no fue difícil probar que la constante de Neper e no eraun número de Liouville, en cambio, hubo de esperarse hasta 1953 para que el alemánKurt Mahler demostrara que pi tampoco era un número de Liouville.Curiosidad 4: ¿Existen más irracionales algebraicos que irracionales trascendentes?El resultado de Liouville aunque útil en la aceptación de nuevos tipos de irracionali-dades numéricas, no servía para comparar la magnitud de los conjuntos de númerosatendiendo a su naturaleza aritmética. La manera más rigurosa de comparar conjuntosnuméricos infinitos la introdujo George Cantor (1845-1908) a finales del siglo XIX. Laforma más natural de comparar conjuntos es contar sus elementos, la cuestión se com-plica cuando tenemos que comparar conjuntos infinitos. A Cantor se le ocurrió la genialidea de decir que dos conjuntos eran equipotentes (forma rigurosa de decir que tienenla misma cantidad infinita de elementos) si existía una correspondencia 1-1 entre losdos conjuntos. Los conjuntos equipotentes con el conjunto de los números naturales,los conjuntos numerables, determinan el primer número transfinito que denotó por laprimera letra del alfabeto hebreo ℵ0 (alef sub cero). Ahora había que clasificar los otrosconjuntos numéricos. Asombrosamente, Cantor demostró, con mucha lógica, la fantás-tica propiedad de que entre Q y N existe una correspondencia 1-1 y por tanto queel cardinal transfinito asociado a Q era también ℵ0. Realmente existen muchas formassimples de enumerar a los racionales y una de las más conocidas se puede visualizarfácilmente con un diagrama:
1 2 3 4 . . .
0 −1 −2 −3 . . .
1/2 3/2 5/2 7/2 . . .
−1/2 −3/2 −5/2 −7/2 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .










cerse de que en el diagrama están todos los infinitos números racionales. Entonces seordena el conjunto de todos los números racionales diagonalmente, como lo muestranlas flechas de la tabla, esto es
Q = {1, 2, 0, 3,−1, 12 , 4,−2, 32 ,−12 , 5,−3, 52 ,−32 , 13 , 6, . . .
}
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Cantor afirmó esto sin mostrar ni un ejemplo concreto, sólo “contó” los números alge-braicos y constató que eran una parte despreciable ante el gran tamaño de R. Erauna demostración indirecta, no constructiva, de llegar a la existencia de infinitos tras-cendentes que mostraba la potencialidad de la teoría de conjuntos infinitos de Cantor.Muchos matemáticos admiraron este aporte metodológico de Cantor, pero también fue-ron muchos los escépticos. No serían pocos los que sospecharan de la lucidez de Cantorque afirmaba que algo era infinitamente grande y no presentaba ningún ejemplo; lessonaba aquello como algo místico, sobrenatural, metafísico.Pero la comprensión con todo el rigor de estas ideas de comparación de conjuntos nu-méricos infinitos y de prueba de tipo de irracionalidad también trasciende los objetivosde los cursos básicos de matemática. Detengámonos finalmente en una constelaciónaritmética de irracionalidades algebraicas que ha sido visitada en diferentes épocascon resultados muy atractivos y elegantes, que pueden incluirse en cualquier cursopreuniversitario.
4 La familia de los números metálicos










Fácilmente podemos despejar nuestra incógnita x y obtenemos x = 1+√52 , que nos dala expresión aritmética del número de oro Φ. Dado que depende de la raíz cuadradadel número primo 5, sabemos que es un número irracional, es decir, que no puederepresentarse como el cociente de dos números enteros y su valor aproximado con 20cifras decimales exactas es:
Φ = 1, 618033988749894848204. . .
Es posible que civilizaciones antiguas anteriores a la helena, como la mesopotámicay la egipcia, conocieran de este número y lo utilizaran en la construcción de sus mo-numentos, ya que se han encontrado relaciones cuantitativas entre las dimensiones detemplos y pirámides que se aproximan al valor de Φ. Aunque siempre queda la dudaque el interés por encontrar a Φ, haya comprometido la precisión de los cálculos. Asi-mismo, se cree que los pitagóricos lo encontraron en la figura del pentágono estrelladoo pentagrama que usaban como emblema. En efecto, si trazamos las cinco diagonalesde un pentágono regular convexo (Fig. 4) se forman segmentos de cuatro longitudesdistintas y cada uno está en proporción áurea con el inmediato inferior en longitud.Los griegos del periodo clásico conocían de sus propiedades principales y las utiliza-ban en sus construcciones buscando la perfección estética. En particular, el principalmonumento de la antigua Grecia, el Partenón, obra majestuosa ideada y supervisadapor el escultor Fidias, posee elementos con dimensiones relacionadas por la proporciónáurea.
Figura 4: Pentagrama Pitagórico
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estético máximo. En Montpellier, al sur de Francia, el arquitecto español posmodernistaRicardo Bofill diseñó La Plaza del Número Áureo que terminó de construirse en 1984.Se conoce una sucesión de números enteros que posee asombrosas propiedades arit-méticas y que tiene lazos familiares con el número de oro. Se trata de la sucesiónde Fibonacci, introducida en el siglo XIII por el matemático Leonardo de Pisa, hijodel comerciante Bonacci (de ahí el sobrenombre de figlio de Bonacci, o más breve,Fibonacci). La sucesión apareció en un problema de conejos muy singular:Una pareja de conejos puede procrear otra pareja a los dos meses de nacida y a suvez esta cría otra a los dos meses y así sucesivamente. Si en enero solo tenemos unapareja recién nacida y cada vez que nace una pareja la aislamos de las demás, ¿cuántasparejas de conejos tendremos para la Nochevieja del primer año? (Por supuesto, sesupone que no muere ninguna en su primer año de vida).Denotemos por Fn la cantidad de parejas en el mes n, entonces F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2,porque nació la primera pareja, F4 = 3, F5 = 5, puesto que nacen dos parejas másde F3; F6 = 8, tres parejas (F4) fueron fértiles, F7 = 13, cinco parejas (F5) paren, yaquí nos damos cuenta que se cumple: Fn = Fn−1 + Fn−2, relación de recurrencia quenos permite encontrar cualquier término en función de los dos términos anteriores, porejemplo:F8 = F7 + F6 = 21; F9 = F8 + F7 = 34, F10 = F9 + F8 = 55,F11 = F10 + F9 = 89, F12 = F11 + F10 = 144.
Luego, al final del año tendremos 144 parejas de conejos, que seguirán pariendo ypariendo, según la ley de Fibonacci, hasta que la muerte los separe.Lo asombroso es que si formamos el cociente de dos términos consecutivos de lasucesión de Fibonacci Fn+1Fn su valor numérico oscila siendo alternativamente menor ymayor que la razón áurea y cada vez más cerca de Φ. Veamos la tabla a continuación:Tabla 1Cocientes entre los términos consecutivos de la sucesión de Fibonaccin Fn Fn+1 Fn+1Fn Φ− Fn+1Fn n Fn Fn+1 Fn+1Fn Φ− Fn+1Fn1 1 1 1 +0,61803 7 13 21 1,615384 +0,0026492 1 2 2 −0,38196 8 21 34 1,619047 −0,0010143 2 3 1,5 +0,11803 9 34 55 1,617647 +0,0003874 3 5 1,6666 −0,04863 10 55 89 1,618181 −0,0001485 5 8 1,60 +0,01803 11 89 144 1,617977 +0,0000566 8 13 1,625 −0,00696 12 144 233 1,618055 −0,000022










Curiosidad 5: El número de oro ¿aparece también en la Naturaleza?Algunos biólogos amantes de la matemática creen haber encontrado el número de oroen varios elementos de la naturaleza:La relación entre la cantidad de abejas macho y abejas hembra en un panal.La disposición de los pétalos de las flores (el papel del número áureo en la botánicarecibe el nombre de Ley de Ludwig).La distribución de las hojas en un tallo.La relación entre el grosor de las ramas principales y el tronco, o entre las ramasprincipales y las secundarias (el grosor de una equivale a Φ tomando como unidadla rama superior).La distancia entre las espirales de una piña.La relación entre la distancia entre las espiras del interior en forma de espiral de lamayoría de los caracoles (no sólo del nautilus). En particular, las conchas del Fususantiquus, del Murex, de Scalaria pretiosa, de Facelaria y de Solarium trochleare,entre otras, siguen este tipo de espiral de crecimiento. La polímita, caracol endémicode Cuba (Fig. 5.) también presenta esta propiedad.
Figura 5: Polimita cubana
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Figura 6: Las proporciones del hombre
La familia de los números metálicos y el bastardo número plásticoUna de las formas de desarrollar la matemática es con la investigación de la gene-ralización de las relaciones cuantitativas y sus propiedades. En el siglo XX se hanestudiado otros números irracionales que por la forma como se definen constituyenuna generalización del número de oro. Son los llamados números metálicos que sondeterminados por la fórmula:
δN = N +√N2 + 42 .
Se prueba fácilmente que δN es la raíz positiva de la ecuación x2 −Nx − 1 = 0 y lostres números metálicos principales son:Para N = 1, la ecuación es x2 − x − 1 = 0, δ1 = 1+√52 ≈ 1, 6180339887 número deoro.Cuando N = 2, la ecuación es x2− 2x − 1 = 0, δ2 = 1 +√2 ≈ 2, 4142135624 númerode plata.Para N = 3, la ecuación es x2 − 3x − 1 = 0, δ3 = 1+√132 ≈ 2, 36602540378 númerode bronce.Otra generalización del número de oro se hace cambiando la ecuación cuadrática quelo define por la ecuación cúbica similar, es decir, x3 − x − 1 = 0. La única raíz real(irracional) de esta ecuación es denominada número plástico. Se comprueba que elvalor del número plástico pl es
pl = 3√12 + 16
√233 + 3
√12 − 16










El concepto de número plástico fue descrito primeramente por el monje holandés Hansvan der Laan (1904-1991) en 1928 cuando era un novicio aficionado a la arquitectura.Posteriormente fue estudiado más profundamente por el arquitecto inglés Richard Pa-dovan (n. 1935). Van der Laan consideraba las dos razones 3:4 y 1:7 como expresión delos límites inferior y superior en la normal habilidad para la percepción de diferenciasde tamaño y forma en objetos tridimensionales y a pl, que tiene un valor intermedio,como la proporción óptima en este sentido estético.El número plástico aparece como el límite de la razón de los elementos contiguos dela sucesión de Padovan definida de forma recurrente como se determina la sucesiónde Fibonacci asociada al número de oro, pero con una ligera diferencia:
P(n+1) = P(n−1) + P(n−2), P(0) = P(1) = P(2) = 1,sus miembros son llamados números de Padovan:
1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28, 37, 48, . . .
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9, 869 604 401 089 358 618 834 490. . . = pi2 –Legendre probó en 1794 que era irra-cional y Lindemann en 1880 que era trascendente.23, 140 692 632 779 269 005 729 086. . . = epi –Se prueba que es trascendente por elteorema de Gelfond-Schneider.Los siguientes valores se mantienen en el “limbo” por no tener definida su naturalezaaritmética, pero todos se consideran merecedores de ser estrellas brillantes en laconstelación de los trascendentes:
0, 423 310 825 130 748 003 102 172. . . = pi − e0, 865 255 979 432 265 087 217 833. . . = epi5; 859 874 482 048 838 473 822 930. . . = e+ pi8, 539 734 222 673 567 065 464 127. . . = pie15, 154 262 241 479 264 189 751 717. . . = ee22, 459 157 718 361 045 473 427 152. . . = pie36, 462 159 607 207 911 770 990 826. . . = pipi
5 A manera de resumen: Breve “paseíto” por la historia de las irra-cionalidades
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destinada a texto de los cursos en Cambridge. Fórmulas para las potencias de lasraíces de una ecuación algebraica, extendiendo los resultados de Cardano, Viète yGirard (1629); generaliza regla de Descartes para determinar el número de raícesreales y una regla para determinar una cota superior para raíces positivas. Posiciónconservadora: “Las ecuaciones son expresiones del cálculo aritmético y no tienenpropiamente su lugar en la Geometría”1737 Euler (Basilea, 1707-San Petersburgo, 1783) demuestra la irracionalidad delos números e y e2. Sospecha que las potencias de e son todas irracionales y queson linealmente independientes sobre Q, al parecer tiene la idea de la clasificaciónde los irracionales.1760 Lambert (Alsace, 1728-Berlín, 1777) demuestra la irracionalidad de pi .1826-30 Abel (1802-1829) y Galois (1811-1832) descubren la clasificación de losirracionales1844 Liouville (1809-1882) encuentra los primeros números trascendentes y dacriterio de trascendencia a través de condición de aproximación.1857-1872 Dedekind (Braunschweig, 1831-1916) da su definición rigurosa de nú-mero irracional y de número real. Más tarde prueba que el conjunto de irracionalesalgebraicos es numerable en carta a Cantor que finalmente lo publica como suyoen 1874 con el título “Sobre una propiedad del conjunto de todos los númerosalgebraicos”.1873 Hermite (Lotaringia, 1822-1901) demuestra la trascendencia de e.1882 Lindemann (Hannover, 1852-1939) demuestra la trascendencia de piS. XX se estudia la topología inducida por R en el conjunto no numerable de losirracionales: la métrica usual no es compatible, pero se prueba que esta topologíaen el conjunto de los irracionales es metrizable (por ser un Gδ ) y disconexa.1934 Gelfond (Petersburgo, 1906-68) y Schneider (Frankfurt, 1911-88) prueban,independientemente, que ab es trascendente para a algebraico diferente de 0 y1, y b algebraico irracional. De esta forma se incluyeron muchas estrellas a laconstelación.
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